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Abstrakt
V této práci si nejprve řekneme, co je to pevný bod, a následně se podíváme na pevné body
zobrazení f : R → R. Poté si nadefinujeme metrické prostory a pojmy potřebné k formulaci a
důkazu Banachovy věty o pevném bodě. Následně si ukážeme některé aplikace Banachovy věty
(numerický výpočet odmocniny, řešení soustav rovnic, věta o implicitní funkci, věta o existenci
a jednoznačnosti řešení Cauchyovy úlohy), kde nám samotná Banachova věta o pevném bodě
nabídne i metodu k nalezení řešení, což si ukážeme na příkladech.
Klíčová slova: pevný bod, metrický prostor, Banachova věta o pevném bodě, obyčejné diferen-
ciální rovnice, soustava rovnic, implicitní funkce, numerický výpočet odmocniny
Abstract
In this bachelor thesis we first take a look at fixed points and then fixed points of function
f : R→ R. After that we define metric space and concepts needed to formulation and proof of
Banach fixed-point theorem. Then we show some applications of Banach fixed-point theorem
(numerical calculation of the square root, solving systems of equations, implicit function theorem,
theorem on the existence and uniqueness of solutions of the Cauchy problem), where Banach
fixed-point theorem will give us method to find solution which we will show in the examples.
Key Words: fixed point, metric space, Banach fixed-piont theorem, ordinary differential equa-
tion, system of equations, implicit function
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Seznam použitých zkratek a symbolů
C (⟨a, b⟩) – prostor spojitých funkcí na uzavřeném intervalu ⟨a, b⟩
(a, b ∈ R, a < b)
C – obor komplexních čísel
Cn – komplexní vektory dimenze n
Cn,n – komplexní matice n× n
E – jednotková matice
R – obor reálných čísel
Rn – reálné vektory dimenze n
Rn,n – reálné matice dimenze n× n
a – komplexně sdružené číslo
⟨a, b⟩ – uzavřený interval
(a, b) – otevřený interval
⟨a, b), (a, b⟩ – polouzavřený interval
∂f
∂y – parciální derivace funkce f podle promněné y
σ(A) – spektrum matice A
|.| – absolutní hodnota
∥.∥ – euklidovská norma
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1 Úvod
V této práci se budeme zabývat existencí pevného bodu a jeho využitím.
Nejdříve si řekneme, co je to pevný bod a ukážeme si nějaké příklady. Následně se budeme
zabývat pevnými body funkce f : R → R. Naformulujeme a dokážeme větu, která nám zaručí
existenci a jednoznačnost pevného bodu. Dále se budeme zabývat pevnými body v metrických
prostorech, kde si nejprve řekneme, co jsou to metrické prostory a nadefinujeme pojmy potřebné
k formulaci a důkazu Banachovy věty o pevném bodě.
Poté si ukážeme některé aplikace Banachovy věty. Začneme numerickým výpočtem odmoc-
niny, kterou poté porovnáme s Newtonovou metodou. Pak se podíváme na řešení soustavy n
rovnic o n neznámých. Dále si řekneme něco o implicitních funkcích a dokážeme větu o im-
plicitní funkci. A nakonec se podíváme na obyčejné diferenciální rovnice a dokážeme si větu o
existenci a jednoznačnosti řešení Cauchyovy úlohy.
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2 Pevný bod
Definice 1 (Definice pevného bodu) NechťM je neprázdná množina a T :M →M je zobrazení.
Prvek x ∈M nazveme pevným bodem zobrazení T , pokud T (x) = x.
Příklad 1 Najděte všechny pevné body funkce f(x) = x2 − 4x+ 6.
Hledáme-li pevné body funkce f , musíme vyřešit rovnici x = f(x), tj.
x = x2 − 4x+ 6,
x2 − 5x+ 6 = 0.
Dostali jsme kvadratickou rovnici, kterou lze dopočítat jednoduše
x1,2 =
−(−5)±(−5)2 − 4 · 1 · 6
2 =
5± 1
2 ⇒ x1 = 2, x2 = 3.
Pro ověření, zdali jsou to pevné body, dosadíme do původní funkce
f(2) = 22 − 4 · 2 + 6 = 2,
f(3) = 32 − 4 · 3 + 6 = 3.
Příklad 2 Nechť M je množina všech posloupností. Najděte všechny pevné body zobrazení
T :M →M , kde obraz T (x) vznikne odebráním prvního členu z posloupnosti x ∈M .
(x1, x2, x3, ...)  
x
→ (x2, x3, x4, ...)  
T (x)
x = T (x)⇔
x1 = x2
x2 = x3
x3 = x4
...
⇔ posloupnost je konstantní.
Pevným bodem zobrazení T je jakákoliv konstantní posloupnost.
Příklad 3 Nechť N = C (⟨0, 1⟩). Najděte všechny pevné body zobrazení F : N → N , kde
F (g)(x) = 1 +
 x
0 g(t)dt.
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Uvědomme si, že pro g ∈ N platí
F (g) = g
⇕
(∀x ∈ ⟨0, 1⟩) : F (g)(x) = g(x)
⇕
(∀x ∈ ⟨0, 1⟩) : 1 +  x0 g(t)dt = g(x)
⇕
(∀x ∈ (0, 1)) : g(x) = g′(x) ∧ g(0) = 1.
(1)
Pevným bodem bude tedy funkce g(x) = ex, protože splňuje námi vypočtenou podmínku (1)
g(x) = ex = g′(x) ∧ g(0) = e0 = 1.
Žádný další pevný bod není, protože Cauchyova úloha g′ = g, g(0) = 1 má pouze jedno řešení
g(x) = ex.
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3 Pevný bod zobrazení z R do R
Mějme funkci f : R → R. Pevné body funkce f si lze graficky představit jako x-ové souřadnice
průsečíků grafu funkce y = f(x) a y = x.
Obrázek 1: Pevné body
Věta 1 Mějme funkci f , která je definovaná na intervalu ⟨a, b⟩ ⊂ R, kde a, b ∈ R, a < b. Tento
interval zobrazí do sebe, tj. pro všechna x ∈ ⟨a, b⟩ platí f(x) ∈ ⟨a, b⟩, a navíc je funkce f v tomto
intervalu spojitá. Pak má funkce f v tomto intervalu alespoň jeden pevný bod.
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Obrázek 2: Pevný bod na uzavřeném intervalu
Důkaz Položíme g(x) = x − f(x). Lze předpokládat, že g(a) ̸= 0 a g(b) ̸= 0. (Kdyby platilo
g(a) = 0, znamenalo by to, že a je pevný bod funkce f . Pokud by g(b) = 0, pak by b bylo
pevným bodem.) Potom platí g(a) = a − f(a) < 0 a g(b) = b − f(b) > 0. Protože je g spojitá,
má g v intervalu (a, b) kořen x0, který je zároveň pevným bodem f .[2]
Předpoklad uzavřenosti a omezenosti intervalu ⟨a, b⟩ je důležitý a nelze ho vypustit. To je
ukázáno v následujících příkladech.
Jako příklad si můžeme vzít zobrazení f(x) =
√
x definované na intervalu (0, 1). Zobrazení
f nemá v (0, 1) pevný bod, a přitom je spojité na (0, 1) a zobrazuje (0, 1) do sebe.
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Obrázek 3: Graf funkce f
Nebo například zobrazení g : (1, 3⟩ → (1, 3⟩, kde g(x) = x2 + 12 . Jak lze vidět v následujícím
grafu, tak ani funce g nemá pevný bod v (1, 3⟩, a přitom je na daném intervalu spojitá a zobrazuje
(1, 3⟩ do sebe.
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Obrázek 4: Graf funkce g
Předpoklad spojitosti je také podstatný, jak můžeme vidět na funkci h : ⟨−3, 3⟩ → ⟨−3, 3⟩ s
předpisem
h(x) =

1, x ∈ ⟨−3, 0⟩
−1, x ∈ (0, 3⟩ .
Lze jednoduše vidět v následujícím grafu, že funkce h nemá pevný bod.
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Obrázek 5: Graf funkce h
Předpoklad omezenosti intervalu také nemůžeme vypustit. Nejjednodušší příklad je zobrazení
f(x) = x+ 1, kde jde jednoduše vidět, že zobrazení nemá žádný pevný bod, přitom je spojité a
zobrazuje R do sebe.
Pokud chceme zajistit, aby existoval pevný bod funkce f : R → R, musíme omezit růst
zobrazení f a to tak, aby nerostla více než zobrazení y = x. Přesněji, platí následující věta.
Věta 2 Nechť f : R→ R a nechť platí
(∃q < 1) (∀x, y ∈ R) : |f(x)− f(y)| ≤ q · |x− y| . (2)
Pak f má na R právě jeden pevný bod.
Poznámka 1 Vztah (2) nám rovněž zaručuje spojitost f .
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Skutečně, máme-li libovolné x0 ∈ R, (xn) ⊂ R, xn → x0, a funkci f splňující (2), pak platí
0 ≤ |f(xn)− f(x0)| ≤ q |xn − x0|  
↓ ↓
0 0
⇒
⇒ |f(xn)− f(x0)| → 0, tzn. f(xn)→ f(x0).
To znamená, že f je spojitá v x0.
Důkaz (Věty 2) Mějme funkci f : R→ R, která splňuje předpoklad věty 2.
Položíme g(x) = f(x) − x. Nechť x0 ∈ R je libovolné a dále neměnné. Předpoklad věty 2
nám dává existenci čísla q < 1 takového, že
(∀x ∈ R) : |f(x)− f(x0)| ≤ q |x− x0| . (3)
Nejprve budeme předpokládat, že x > x0. Tím se v nerovnosti (3) zbavíme jedné absolutní
hodnoty a dostaneme
(∀x > x0) : |f(x)− f(x0)| ≤ q(x− x0).
Pro absolutní hodnotu čísla a ∈ R platí, že a ≤ |a|, proto z poslední nerovnosti plyne
(∀x > x0) : (f(x)− f(x0)) ≤ q(x− x0),
f(x) ≤ f(x0) + q(x− x0).
Nyní odečteme od obou stran poslední nerovnosti x, abychom získali na levé straně funkci g. To
znamená, že
(∀x > x0) : f(x)− x  
g(x)
≤ f(x0) + q(x− x0)− x,
g(x) ≤ f(x0) + qx− qx0 − x,
g(x) ≤ f(x0)− qx0  
konst.
−x (1− q)  
>0
.
Pokud se x→ +∞, potom se pravá strana poslední nerovnosti blíží k −∞, tak levá strana díky
dané nerovnosti se také blíží k −∞. To znamená
lim
x→+∞ g(x) = −∞.
Nyní budeme předpokládat, že x < x0, pak platí (z nerovnosti (3))
(∀x < x0) : |f(x)− f(x0)| ≤ −q(x− x0).
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Protože pro absolutní hodnotu čísla a ∈ R platí také nerovnost −a ≤ |a|, tak můžeme nahradit
absolutní hodnotu a následně nerovnost upravit
(∀x < x0) : −(f(x)− f(x0)) ≤ −q(x− x0) /·(−1),
(f(x)− f(x0)) ≥ q(x− x0),
f(x) ≥ f(x0) + q(x− x0).
Nyní opět odečteme x, abychom získali na levé straně funkci g
(∀x < x0) : f(x)− x  
g(x)
≥ f(x0) + q(x− x0)− x,
g(x) ≥ f(x0) + qx− qx0 − x,
g(x) ≥ f(x0)− qx0  
konst.
−x (1− q)  
>0
.
Pokud se x→ −∞, potom se bude pravá strana poslední nerovnosti blížit k +∞, a díky nerov-
nosti se bude blížit k +∞ i levá strana, to znamená
lim
x→−∞ g(x) = +∞.
Protože
lim
x→−∞ g(x) > 0 a limx→+∞ g(x) < 0
a funkce g je navíc spojitá(poznámka 1), tak existuje takové x˜ ∈ R, pro které platí g(x˜) = 0.
Bod x˜ je zároveň pevným bodem funkce f .[2]
Právě jsme dokázali, že zobrazení f splňující předpoklad věty 2 má alespoň jeden pevný bod.
Ukážeme, že pevný bod je právě jeden.
Předpokládejme, že x1 a x2 jsou pevné body zobrazení f . To znamená, že f(x1) = x1 a
f(x2) = x2. Odtud a z podmínky (2) plyne
|x1 − x2| = |f(x1)− f(x2)| ≤ q · |x1 − x2| ⇒
|x1 − x2| ≤ q · |x1 − x2| ⇒
|x1 − x2| · (1− q) ≤ 0, kde 1− q > 0⇒
|x1 − x2| ≤ 0⇒ x1 = x2.
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Poznámka 2 Geometrický význam podmínky (2) si můžeme představit tak, že si zvolíme li-
bovolný bod x0. Poté vyneseme přímky se směrnicí q a −q, které procházejí bodem (x0, f(x0)).
Graf funkce f se pak nachází v pravé a levé části mezi těmito přímkami od bodu (x0, f(x0)).
Vzhledem k tomu, že tyto přímky mají menší růst než funkce y = x, tak se grafy těchto přímek
protnou s grafem y = x. Protože se graf funkce f nachází mezi přímkami, tak se protne s grafem
y = x také, jak lze vidět v následujícím obrázku.
Obrázek 6: Geometrický význam podmínky (2).
Pokud má funkce f všude v R derivaci, tak nám z věty 2 vyplyne tato zjednodušená věta.
Věta 3 Nechť f : R→ R a nechť platí
(∃q < 1) (∀x ∈ R) : f ′(x) ≤ q. (4)
Pak f má právě jeden pevný bod.
Důkaz Nechť x1, x2 ∈ R jsou libovolné. Pak pro jisté ξ ∈ R podle Lagrangeovy věty o střední
hodnotě(viz. [6]) platí
f(x1)− f(x2) = f ′(ξ) · (x1 − x2)
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⇓|f(x1)− f(x2)| =
f ′(ξ)  
≤q (z předpokladu (4))
· |x1 − x2| .
Zbytek pak plyne z věty 2.
Mohli bychom si pomyslet, že předpoklady věty 2 by šly ještě více zjednodušit a to tak, že by q
mohlo být rovno 1 a neostrou nerovnost bychom nahradili ostrou nerovností. Celková podmínka
by se změnila takto:
(∀x, y ∈ R, x ̸= y) : |f(x)− f(y)| < |x− y| . (5)
Tato (slabší) podmínka však nestačí, jak lze vidět například u zobrazení
f(x) =

1, x ≤ 0
x+ e−x, x > 0
.
Funkce f je diferencovatelná na R, tj. existuje derivace
f ′(x) =

0, x ≤ 0
1− e−x, x > 0 .
Snadno se přesvědčíme, že
(∀x ∈ R) : f ′(x) < 1. (6)
Pak z Lagrangeovy věty plyne
(∀x, y ∈ R, x ̸= y) : |f(x)− f(y)| = f ′(ξ)  
<1
· |x− y| < |x− y| .
Jak lze vidět, tak funkce f splňuje vztah (5), a přesto nemá pevný bod, protože
e−x ̸= 0⇒ x+ e−x ̸= x, x > 0,
1 ̸= x, x ≤ 0.
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Obrázek 7: Graf funkce f
Zatím jsme se zabývali zobrazením typu f :M →M , kde M ⊂ R. Díky tomu jsme si udělali
pěknou představu o pevných bodech, ale nestačilo by to dále. Proto se v následující kapitole
budeme zabývat pevnými body v obecných metrických prostorech.
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4 Metrické prostory
Než se dopracujeme k pevným bodům v metrických prostorech, tak si zavedeme několik definic
týkajících se metrických prostorů. Poté uvedeme tzv. Banachovu větu o pevném bodě.
Definice 2 Metrickým prostorem nazýváme každou neprázdnou množinu M , na níž je defino-
váno zobrazení (tzv. metrika)
ϱ :M ×M −→ R
splňující podmínky:
1. ∀x, y ∈M : ϱ (x, y) ≥ 0, ϱ (x, y) = 0⇔ x = y - nezápornost
2. ∀x, y ∈M : ϱ (x, y) = ϱ (y, x) - symetrie
3. ∀x, y, z ∈M : ϱ (x, y) + ϱ (y, z) ≥ ϱ (x, z) - trojúhelníková nerovnost [1]
MnožinuM spolu s metrikou ϱ nazýváme metrickým prostorem, který označujeme (M,ϱ). Prvky
množinyM jsou body metrického prostoru (M,ϱ) a číslo ϱ(x, y), kde x, y ∈M , je pak vzdáleností
bodů x a y.[1]
Definice 3 Buď (xn) posloupnost v metrickém prostoru M a buď x ∈M . Řekneme, že posloup-
nost (xn) má limitu x a píšeme xn → x, platí li
ϱ(xn, x)→ 0.
Posloupnost (xn) se pak nazývá konvergentní posloupnost.[1]
Věta 4 (Nutná podmínka konvergence). Nechť (xn) je konvergentní posloupnost v metric-
kém prostoru M(tzn. že existuje x ∈M , pro které xn → x). Potom platí tzv. Bolzano-Cauchyho
podmínka:[1]
(∀ε > 0)(∃n0 ∈ N)(∀n,m ∈ N;n,m ≥ n0) : ϱ(xn, xm) < ε.
Definice 4 Posloupnost (xn) (v metrickém prostoru M), pro níž platí Bolzano-Cauchyho pod-
mínka, se nazývá cauchyovská.[1]
Věta 4 vlastně říká, že každá konvergentní posloupnost je cauchyovská. Opačná implikace obecně
neplatí.
Definice 5 Metrický prostor M se nazývá úplným, je-li v něm každá cauchyovská posloupnost
konvergentní.[1]
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Jako příklad úplného metrického prostoru si můžeme vzít prostor reálných čísel R s euklidovskou
metrikou
ϱ(x, y) =

(x− y)2 = |x− y| , x, y ∈ R.
Samozřejmě platí, že i prostor Rn s euklidovskou metrikou
ϱ(x, y) =
 n
i=1
(xi − yi)2 = ∥x− y∥ , x, y ∈ Rn (7)
je úplný metrický prostor. Na pravé straně (7) se vyskytuje tzv. euklidovská norma, která je
definovaná
∥x∥ =

x21 + x22 + · · ·+ x2n.
Nebo metrické prostory s diskrétní metrikou, která je definovaná
ϱ(x, x) = 0 a ϱ(x, y) = 1 pro x ̸= y,
protože v této metrice jsou cauchyovské pouze posloupnosti, které jsou od jistého indexu kon-
stantní, a tedy jsou konvergentní. Jako příklad neúplného metrického prostoru můžeme vzít
prostor racionálních čísel, kde posloupnost racionálních čísel a1 = 2, a2 = 2, 7, a3 = 2, 71,
a4 = 2, 718 a dále dle desetinného rozvoje Eulerova čísla e, která je cauchyovská, ale její li-
mitou je Eulerovo číslo, což je iracionální číslo. Posloupnost tedy není konvergentní v daném
prostoru. Další příklad neúplného metrického prostoru můžeme vzít interval (0,+∞) s metrikou
ϱ(x, y) = |x− y|, kde posloupnost
an =
1
n
je cauchyovská, ale nemá v (0,+∞) limitu. Když ale vezmeme interval ⟨0,+∞) se stejnou
metrikou d(x, y) = |x− y|, tak metrický prostor už je úplný.
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5 Banachova věta
Definice 6 Nechť (M,ϱ) je metrický prostor. Řekneme, že zobrazení F :M →M je kontraktivní
na M , existuje-li q ∈ ⟨0, 1) takové, že
∀x, y ∈M : ϱ (F (x), F (y)) ≤ qϱ (x, y) .
Věta 5 (Banachova věta o pevném bodě.) Nechť (M,ϱ) je úplný metrický prostor a nechť
zobrazení F :M →M je kontraktivní. Pak má F právě jeden pevný bod x∗ ∈M .
Důkaz
1. Existence. Nejprve si zvolíme libovolné x0 ∈ M a definujeme rekurentně posloupnost
(xn) ⊂M :
∀n ∈ N : xn = F (xn−1).
Protože zobrazení F je kontraktivní, pro každé n ∈ N platí, že
ϱ (xn, xn−1) = ϱ (F (xn−1), F (xn−2)) ≤ qϱ (xn−1, xn−2) = qϱ (F (xn−2), F (xn−3)) ≤
≤ q2ϱ (xn−2, xn−3) ≤ ... ≤ qn−1ϱ (x1, x0) .
Následně pomocí těchto odhadů a trojúhelníkové nerovnosti ověříme, že pro každé m,n ∈
N, n > m, je
ϱ (xn, xm) ≤ ϱ (xn, xn−1) + ϱ (xn−1, xn−2) + ...+ ϱ (xm+1, xm) ≤
≤

qn−1 + qn−2 + ...+ qm

ϱ (x1, x0) ≤
≤

qm + ...+ qn−2 + qn−1 + ...

ϱ (x1, x0) =
qm
1− q ϱ (x1, x0) .
(8)
Odtud vyplývá, že posloupnost (xn) je cauchyovská, protože
qm
1− q ϱ (x1, x0)→ 0 pro m→ +∞.
Protože M je úplný metrický prostor, existuje takové x ∈ M , pro které xn → x. To, že x
je hledaným pevným bodem F , je přímým důsledkem pozorování:
0 ≤ ϱ (F (xn), F (x)) ≤ q ϱ (xn, x)  
→0
→ 0⇒ F (xn)→ F (x)
xn → x⇒ xn+1 = F (xn)→ x.
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Protože každá posloupnost má nejvýše jednu limitu, dostaneme
F (x) = x.
2. Jednoznačnost. Mějme x, y ∈M , kde
x = F (x), y = F (y).
Pak platí
ϱ (x, y) = ϱ (F (x), F (y)) ≤ qϱ (x, y) (F je kontraktivní),
kde q ∈ ⟨0, 1), a proto
ϱ (x, y) · (1− q)  
>0
≤ 0
⇓
ϱ (x, y) ≤ 0
⇓
x = y.
Poznámka 3 Rychlost konvergence posloupnosti (xn) je závislá na velikosti q. Vezmeme si
nerovnost (8) z důkazu Banachovy věty
(∀m,n ∈ N,m < n) : ϱ (xn, xm) ≤ q
m
1− q · ϱ (x1, x0) .
Když si zvolíme m pevné a n→ +∞, pak xn → x, a z předchozí nerovnosti dostaneme
ϱ (x, xm) ≤ q
m
1− q · ϱ (x1, x0) ,
ϱ (x, xm) ≤ qm · 11− q · ϱ (x1, x0)  
konst.
.
Z poslední nerovnosti vidíme, že čím více se bude q blížit 0, tím rychleji bude posloupnost (xn)
konvergovat.
Poznámka 4 Věta 2 je snadným důsledkem Banachovy věty, protože jako úplný metrický pro-
stor zde máme prostor reálných čísel s euklidovskou metrikou.
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6 Aplikace Banachovy věty
Numerický výpočet odmocniny.
Jako první aplikaci můžeme vzít výpočet (druhé) odmocniny z čísla a ∈ (0,+∞). Uvažujme
zobrazení F : (0,+∞)→ (0,+∞) definované předpisem
F (x) = 12

x+ a
x

. (9)
Všimněme si, že pevný bod F je právě
√
a, neboť
x = 12

x+ a
x

⇕
2x = x+ a
x
⇕
2x2 = x2 + a
⇕
x2 = a
⇕
x =
√
a.
Abychom mohli tento pevný bod počítat iteračně, je potřeba ověřit předpoklady Banachovy
věty. Prostor (0,+∞) (s euklidovskou metrikou) však není úplný. Vezmeme tedy interval I =
⟨√a,+∞), který s euklidovskou metrikou již tvoří úplný metrický prostor. Nastává zde ale
otázka, zdali bude platit F zobrazovat tento interval do sebe, tzn.
(∀x ∈ I) : F (x) ∈ I.
To ověříme tak, že zjistíme průběh funkce F na intervalu I. Nejprve vypočítáme první derivaci
funkce F
F ′(x) = 12

1− a
x2

. (10)
Můžeme si všimnout, že pro x ∈ I platí
x ≥ √a⇒ x2 ≥ a⇒ 1 ≥ a
x2
⇒

1− a
x2

≥ 0,
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z čehož plyne
F ′(x) ≥ 0. (11)
Tedy platí, že funkce F je neklesající na intervalu I, a proto víme, že nejmenší funkční hodnoty
bude funkce F nabývat v bodě x =
√
a. A jak jsme si ukázali dříve, tak F (
√
a) =
√
a. A díky
tomu, že F je neklesající na I, tak pro všechna x ∈ I platí
F (x) ≥ F (√a)⇒ F (x) ≥ √a⇒ F (x) ∈ I.
Nyní ověříme, zdali je funkce F kontraktivní na intervalu ⟨√a,+∞). Zřejmě
(∀x ∈ I) : F ′(x) = 12

1− a
x2

≤ 12
⇓ (F ′(x) ≥ 0)
(∀x ∈ I) : F ′(x) ≤ 12 .
Kontraktivita funkce F na intervalu I (s konstantou 12) pak lehce plyne z Lagrangeovy věty o
střední hodnotě. Proto můžeme rekurentně definovat posloupnost xn ⊂ ⟨
√
a,+∞)
∀n ∈ N : xn = 12

xn−1 +
a
xn−1

,
kde si zvolíme libovolné x0 ∈ ⟨
√
a,+∞). Z Banachovy věty plyne, že (xn) konverguje k pevnému
bodu funkce F , tj. k
√
a. Tato posloupnost dosáhne značné přesnosti během několika kroků,
protože jak jsme si ukázali dříve(poznámka 3), tak naše posloupnost bude každým krokem
zmenšovat nepřesnost zhruba o polovinu předchozí nepřesnosti.
Poznámka 5 Podívejme se na to, jak bychom počítali
√
a pomocí Newtonovy metody. Budeme
tedy hledat kořen
f(x) = x2 − a.
Dostali jsme problém hledání kořenu nelineární rovnice. Pro výpočet přibližného řešení se využívá
Newtonova vzorce, který ma předpis[2]
xn = xn−1 − f(xn−1)
f ′(xn−1)
, n = 1, 2, 3, ... (12)
Nyní dosadíme do vztahu (12) funkci f(x) = x2 − a a dostaneme
xn = xn−1 − x
2
n−1 − a
2xn−1
= 12

xn−1 +
a
xn−1

. (13)
Jak můžeme vidět, tak Newtonova metoda nám vrací stejný předpis numerického výpočtu od-
mocniny pro iterativní proces jako Banachova věta.
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Řešení soustavy n rovnic o n neznámých.
Než se pustíme do aplikace Banachovy věty na řešení soustavy n rovnic o n neznámých, tak si
připomeneme několik věcí z lineární algebry.
Definice 7 (Vlastní čísla.) Nechť B ∈ Cn,n je čtvercová matice. Vlastním číslem matice B
se nazývá komplexní číslo λ, pro které existuje vektor v ∈ Cn, v ̸= 0 takový, že
B · v = λ · v.
Vektoru v budeme říkat vlastní vektor matice B příslušný vlastnímu číslu λ ∈ C.[4]
Poznámka 6 Pokud je B symetrická reálná matice, tak jsou všechny její vlastní čísla reálná.
Důkaz Nechť B je symetrická reálná matice, λ ∈ C je vlastní číslo matice B a v ∈ Cn je
odpovídající vlastní vektor. Pak
λ(vT · v) = (λv)T · v = (B · v)T · v = (B · v)T · v = vT ·BT · v =
= vT ·B · v = vT ·B · v = vT · (B · v) = vT · (λv) = λ(vT · v).
Protože je vektor v nenulový, je
vT · v ̸= 0,
a proto musí být číslo λ rovno komplexně sdruženému číslu λ, tedy λ ∈ R. Zároveň je jasné, že
i odpovídající vlastní vektor lze vzít reálný.
Definice 8 Nechť B ∈ Rn,n je symetrická matice. Matici B nazveme pozitivně definitní, jestliže
pro každý nenulový vektor x ∈ Rn platí [4]
xT ·B · x > 0.
Poznámka 7 Pokud je B reálná symetrická pozitivně definitní matice, tak jsou všechna její
vlastní čísla kladná.
Důkaz Nechť B je reálná symetrická pozitivně definitní matice, λ ∈ R je vlastní číslo matice B
a v ∈ Rn je odpovídající vektor. Pak platí
0 < vT ·B · v = vT · λv = λvT · v = λ

vT · v

  
>0
.
Definice 9 (Ortogonální matice.) Nechť B je čtvercová matice. Matici B nazveme ortogo-
nální, pokud platí [4]
BTB = E = BBT .
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Poznámka 8 Pokud je matice B ortogonální, pak je i matice BT ortogonální.
Lemma 6.1 Nechť U ∈ Rn,n je ortogonální matice a x ∈ Rn je vektor. Pak platí
∥U · x∥ = ∥x∥ .
Důkaz Nechť U ∈ Rn,n je ortogonální matice a x ∈ Rn je sloupcový vektor. Víme, že
∥x∥ =

x21 + x22 + · · ·+ x2n =
√
xT · x,
tedy
∥x∥2 = xT · x.
Odtud
∥U · x∥2 = (U · x)T · U · x = xT · UT · U  
=E
·x = ∥x∥2 .
Věta 6 (Spektrální rozklad.) Nechť B je reálná symetrická matice. Pak existuje (reálná)
ortogonální matice U a diagonální matice D tak, že
B = UTDU.
Řádky rUi matice U jsou transponované ortogonální vlastní vektory matice B příslušné vlastním
číslům λi = [D]ii.[4]
Pro řešení soustavy n rovnic o n neznámých se Banachova věta využívá k iterativnímu procesu
pro nalezení přesného nebo alespoň přibližného řešení. Mějme tedy soustavu
A · x = b,
kde A ∈ Rn,n, x ∈ Rn a b ∈ Rn. Budeme předpokládat, že matice A je symetrická, tj.
A = AT ,
a že je pozitivně definitní, tj. všechna vlastní čísla jsou kladná, jak jsme si ukázali dříve(poznám-
ka 7).
Víme, že Rn s euklidovskou metrikou ϱ tvoří úplný metrický prostor. Mějme zobrazení T :
Rn → Rn, které je definované předpisem
T (x) = x− ω (Ax− b) ,
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kde ω > 0 je parametr, který si specifikujeme později.[8] Volba čísla ω nám ovlivní kontraktivitu
zobrazení T . Bod x˜ ∈ Rn je pevným bodem zobrazení T právě tehdy, když platí
T (x˜) = x˜
⇕
x˜− ω (Ax˜− b) = x˜
⇕
(Ax˜− b) = 0
⇕
Ax˜ = b.
Ověřili jsme si, že pevný bod zobrazení T je zároveň řešením soustavy n rovnic o n nezná-
mých. Nyní se můžeme pustit do ověření kontraktivity zobrazení T , tj. budeme hledat hodnotu
parametru ω > 0 tak, aby platilo
(∃q < 1) (∀x, y ∈ Rn) : ϱ (T (x), T (y)) ≤ qϱ (x, y) .
Poslední nerovnost lze podle (7) přepsat
(∃q < 1) (∀x, y ∈ Rn) : ∥T (x)− T (y)∥ ≤ q ∥x− y∥ .
Nejprve se podíváme na výraz v normě na levé straně poslední nerovnosti
T (x)− T (y) = (x− y)− ω (A(x− y)) .
Protože matice A je symetrická reálná matice, můžeme na ni aplikovat spektrální rozklad (podle
věty 6)
T (x)− T (y) = (x− y)− ω

UTDU(x− y)

,
kde U ∈ Rn,n je ortogonální matice a D ∈ Rn,n je diagonální matice, která má na diagonále
vlastní čísla matice A. Lze přitom předpokládat, že
0 < λ1 ≤ λ2 ≤ . . . ≤ λn, λi = [D]ii .
Jelikož víme, že UTU = E, tak i UTEU = E, a protože násobení jednotkovou maticí nijak
neovlivní výsledek, tak můžeme poslední rovnost upravit následovně
T (x)− T (y) = UTEU(x− y)− ω

UTDU(x− y)

,
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T (x)− T (y) = UT (E − ωD)U (x− y) .
Nyní dosadíme do normy
∥T (x)− T (y)∥ =
UT (E − ωD)U (x− y) .
Protože víme, že když je matice U ortogonální, tak i UT je ortogonální, můžeme poslední rovnost
upravit podle lemmatu 6.1 následovně
∥T (x)− T (y)∥ = ∥(E − ωD)U (x− y)∥ .
Zvolíme si substituci
z = U (x− y) , (14)
kde z je sloupcový vektor, a dosadíme
∥T (x)− T (y)∥ = ∥(E − ωD) z∥ =
=


1− ωλ1 0
1− ωλ2
. . .
0 1− ωλn
 ·

z1
z2
...
zn


=
=


(1− ωλ1) z1
(1− ωλ2) z2
...
(1− ωλn) zn


=
=

(1− ωλ1)2 z21 + · · ·+ (1− ωλn)2 z2n.
Zvolíme-li
q = max {|1− ωλ1| , |1− ωλ2| , · · · , |1− ωλn|} , (15)
pak platí 
(1− ωλ1)2 z21 + · · ·+ (1− ωλn)2 z2n ≤
≤

q2

z21 + z22 · · ·+ z2n

=
= q · ∥z∥ .
Nyní za z dosadíme původní tvar podle (14)
q · ∥z∥ = q · ∥U (x− y)∥ .
40
Vzhledem k tomu, že i matice U je ortogonální, tak můžeme poslední rovnost upravit podle
lemmatu 6.1 následovně
q · ∥U (x− y)∥ = q · ∥x− y∥ ,
z čehož jde vidět, že platí
∥T (x)− T (y)∥ ≤ q · ∥x− y∥ .
Aby zobrazení T bylo kontraktivní, muselo by být q < 1. To ale vzhledem k (15) znamená
|1− ωλ1| < 1
|1− ωλ2| < 1
...
|1− ωλn| < 1
. (16)
Z (16) již lze stanovit hodnotu parametru ω. Protože
0 < λ1 ≤ λ2 ≤ · · · ≤ λn,
je zřejmé, že stačí zvolit parametr ω tak, aby
0 < ω ≤ 1
λn
, (17)
neboť pro ∀i ∈ {1, 2, · · · , n} platí
0 ≤ 1− ωλi ≤ 1− ωλ1 < 1.
Číslo q dopočítáme podle (15) následovně
q = max {|1− ωλ1| , |1− ωλ2| , · · · , |1− ωλn|} = 1− ωλ1. (18)
Pokud bychom zvolili
ω = 1
λn
,
pak by se q dopočítalo jako
q = 1− λ1
λn
.
Převrácená hodnota zlomku λ1λn , tedy
λn
λ1
, je číslo podmíněnosti matice, které nám kvalitativně
charakterizuje matici A a do značné míry determinuje chování řady numerických algoritmů. Tedy
můžeme říct, že když se číslo podmíněnosti matice bude blížit k 1, tak nám bude iterativní proces
konvergovat rychle, zatímco když bude číslo podmíněnosti velké, tak nám iterativní proces bude
konvergovat pomalu.
41
Příklad Najděte řešení pomocí Banachovy věty zadané soustavy rovnic
4x1+ x2 + x3 =6
x1 +5x2+ x3 =7
x1 + x2 +6x3=8
.
Nejprve si převedeme soustavu rovnic na maticový tvar
4 1 1
1 5 1
1 1 6

  
A
·

x1
x2
x3

  
x
=

6
7
8

  
b
.
Abychom mohli aplikovat iterativní proces na zobrazení T : R3 → R3, definované předpisem
T (x) = x− ω (A · x− b) ,
musíme zjistit hodnotu čísla ω, které splňuje (17). K tomu potřebujeme vypočítat vlastní čísla
matice A.
det (A− λ · E) =

4− λ 1 1
1 5− λ 1
1 1 6− λ
 = −λ
3 + 15λ2 − 71λ+ 107 = 0.
K tomuto výpočtu využijeme výpočetní program Maple, který nám vrátil tyto výsledky
Jak můžeme vidět, tak u prvního čísla nám program vypočetl číslo s imaginární částí. Protože
platí, že symetrická reálná matice má všechna vlastní čísla reálné, můžeme předpokládat, že se
jedná o chybu výpočtu a můžeme imaginární část zanedbat. Číslo ω tedy spočítáme
ωp =
1
7.214319744 = 0.1386132075.
Protože výpočet vlastních čísel v praxi není jednoduchý proces a v případě velkých matic se
nemusíme dočkat výsledku, bylo by dobré, kdybychom mohli alespoň největší vlastní číslo od-
hadnout pro jednodušší výpočet. K tomu nám poslouží následující věta.
Věta 7 (Geršgorin.) Nechť B = [bij ] je čtvercová komplexní matice řádu n a nechť
ri = |bi1|+ · · ·+ [bii|+ · · ·+ |bin| a Si = {x ∈ C : |x− bii| ≤ ri} ,
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kde stříška nad symbolem značí jeho vynechání. Pak
σ(B) ⊂ S1 ∪ · · · ∪ Sn.[4]
Tuto větu si graficky můžeme představit tak, že do roviny komplexních čísel zakreslíme kruhy
se středy v bodech odpovídající diagonálním prvkům matice A a poloměrech, pro které platí
raii =
n
j = 1
j ̸= i
aij .
Pak spektrum matice A, tj. množina všech vlastních čísel, je podmnožinou sjednocení obsahu
těchto kruhů. Pro náš příklad bude výpočet vypadat následovně
ra11 = 1 + 1 ra22 = 1 + 1 ra33 = 1 + 1
ra11 = 2 ra22 = 2 ra33 = 2
.
Nyní vykreslíme do komplexní roviny.
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Obrázek 8: Odhad spektra matice A.
Protože A je reálná symetrická matice, jsou všechna její vlastní čísla reálná. Z obrázku je
navíc zřejmé, že všechna vlastní čísla leží v intervalu ⟨2, 8⟩. Odtud mimo jiné máme, že A je
pozitivně definitní. Z grafu lze zjistit, že největší možné (reálné) vlastní číslo matice A bude
maximálně 8, tzn.
λn ≤ 8.
Tedy číslo ω si můžeme zvolit
ω = 18 ,
které zároveň splňuje podmínku (17), protože
1
λn
≥ 18
ω
.
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Po dosazení do zobrazení T dostaneme
T (x) = x− 18 (Ax− b) .
Nyní si zvolíme libovolnou počáteční podmínku, například
x0 =

10
−8
13
 , (19)
pro iterativní proces
xn = xn−1 − 18 (Axn−1 − b) , n ∈ N.
Přesné řešení této soustavy rovnic je
x˜ =

1
1
1
 .
Pomocí výpočetního programu Maple si ukážeme, po kolika iterací se dostaneme k přesnému
řešení na 6 desetinných míst.
Obrázek 9: Výsledky iterace pro odhadnuté vlastní číslo.
A jak můžeme vidět, tak u 30. iterace dostáváme celkem přesný výsledek. Pokud za číslo
ω dosadíme vypočtené největší vlastní číslo, tak dostaneme celkem přesný výsledek již po 26
iteracích, jak můžeme vidět na následujícím obrázku.
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Obrázek 10: Iterace pro přesné největší vlastní číslo.
Číslo q nelze vždy určit, když používáme Geršgorinovu větu, protože kruhy mohou obsahovat
i záporná čísla. V takovém případě by nešlo rozumně odhadnout nejmenší vlastní číslo. To se
ale netýká našeho příkladu, kde jde krásně vidět, že nejmenší reálné vlastní číslo je alespoň 2.
A podle vzorce (18) dopočítáme
q = 1− 28 =
3
4 .
Implicitní funkce.
V následující kapitole uvidíme, jak lze pěkně Banachovu větu použít k důkazu věty o implicitní
funkci. Nejprve řekneme, co to jsou implicitní funkce. Pro zjednodušenou představu se budeme
zabývat funkcemi jedné proměnné, které jsou dané implicitně.
Definice 10 O funkci jedné proměnné y = f(x) řekneme, že je implicitně zadána rovnicí
F (x, y) = 0 o dvou neznámých, jestliže body grafu funkce f , tj. dvojice (x, f (x)), této rov-
nici vyhovují, tudíž platí F (x, f(x)) = 0 pro každé x ∈ D(f). Což lze také říci tak, že graf funkce
f je podmnožinou množiny všech řešení rovnice F (x, y) = 0.[5]
Jako příklad uvažujme rovnici x2 − y2 = 0, kde množina řešení vypadá následovně.
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Obrázek 11: x2 − y2 = 0.
Jak můžeme vidět, tak množina řešení rovnice x2−y2 = 0 je tvořena dvojicí přímek. Množinu
můžeme rozdělit na grafy funkce y = x a y = −x, ale také na y = |x| a y = − |x|. Všechny tyto
funkce jsou spojité. Nyní si představme, že známe jedno řešení (x0, y0) rovnice F (x, y) = 0, tj.
že platí F (x0, y0) = 0. Budeme chtít dokázat, že existuje obdélníkové okolí Ω se středem v bodě
(x0, y0) takové, že množina všech řešení rovnice F (x, y) = 0, která budou v Ω, bude tvořit graf
funkce proměnné x procházející bodem (x0, y0). V případě rovnice x2 − y2 = 0 je zřejmé, že v
okolí bodu (1, 1) zadává implicitně funkci, a to y = x. Zatímco v sebemenším okolí bodu (0, 0)
nebudou řešení rovnice tvořit graf funkce proměnné x.
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Věta 8 (Věta o implicitní funkci.)
Nechť
1. f : R2 → R
2. f(a, b) = 0
3. f je spojitá v (a, b)
4. ∂f∂y je spojitá v (a, b)
5. ∂f∂y (a, b) ̸= 0 .
Pak
(∃δ, ε > 0)(∀x ∈ (a− δ, a+ δ))(∃!y ozn= ϕ(x) ∈ (b− ε, b+ ε)) : f(x, y) = 0.
Navíc je funkce ϕ : R→ R (definovaná výše) je spojitá v bodě a.[7]
Důkaz Mějme tedy funkci f : R2 → R a bod (a, b) splňující předpoklady věty 8. Pro dané x
mějme zobrazení Tx : R→ R, které je definované předpisem
Tx(y) = y − f(x, y)∂f
∂y (a, b)
. (20)
Bod y bude pevným bodem zobrazení Tx právě tehdy, když
Tx(y) = y
⇕
y − f(x, y)
∂f
∂y (a, b)
= y
⇕
f(x, y)
∂f
∂y (a, b)
= 0.
Protože ∂f∂y (a, b) je nenulová konstanta, tak bude poslední rovnost platit právě tehdy, když
f(x, y) = 0.
Pokud chceme aplikovat na zobrazení Tx Banachovu větu, tak musíme ověřit její předpoklady.
V první řadě si rozmyslíme, pro která x ∈ R je zobrazení Tx kontraktivní. Nejprve si spočítáme
derivaci Tx
T ′x(y) = 1−
∂f
∂y (x, y)
∂f
∂y (a, b)
.
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Pokud se (x, y)→ (a, b), pak T ′x(y)→ 0 podle předpokladu 4 věty 8. Tedy bude existovat takové
ε > 0, pro které platí
(∀x ∈ ⟨a− ε, a+ ε⟩)(∀y ∈ ⟨b− ε, b+ ε⟩) : T ′x(y) ≤ 12 . (21)
Z (21) podle Lagrangeovy věty pak plyne
(∀x ∈ ⟨a− ε, a+ ε⟩)(∀y1, y2 ∈ ⟨b− ε, b+ ε⟩) : |Tx(y1)− Tx(y2)| ≤ 12 |y1 − y2| . (22)
To znamená, že pro každé x ∈ ⟨a− ε, a+ ε⟩ je zobrazení Tx kontraktivní na ⟨b− ε, b+ ε⟩.
Nyní musíme ověřit, zdali zobrazení Tx zobrazuje interval ⟨b− ε, b+ ε⟩ do sebe. Buď nyní
x ∈ ⟨a− ε, a+ ε⟩ pevně vybráno. Potřebovali bychom, aby
(∀y ∈ ⟨b− ε, b+ ε⟩) : Tx(y) ∈ ⟨b− ε, b+ ε⟩ .
Z y ∈ ⟨b− ε, b+ ε⟩ plyne, že
|y − b| ≤ ε,
a chceme tedy, aby platilo i
|Tx(y)− b| ≤ ε.
To ověříme následujícím výpočtem
|Tx(y)− b| = |Tx(y)− Tx(b) + Tx(b)− b| .
Podle trojúhelníkové nerovnosti můžeme pravou stranu poslední rovnosti upravit takto
|Tx(y)− b| = |Tx(y)− Tx(b) + Tx(b)− b| ≤ |Tx(y)− Tx(b)|+ |Tx(b)− b| ≤
≤ 12 |y − b|  
podle (22)
+ |f(x, b)|∂f∂y (a, b)  
podle (20)
≤
≤ 12ε+
|f(x, b)|∂f∂y (a, b) .
(23)
Chceme, aby
1
2ε+
|f(x, b)|∂f∂y (a, b) < ε,
což bude platit, pokud
|f(x, b)|∂f∂y (a, b) <
1
2ε.
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Všimněme si, že pro x→ a (podle předpokladů 2 a 3 věty 8) platí
|f(x, b)|∂f∂y (a, b) →
|f(a, b)|∂f∂y (a, b) = 0,
tedy bude existovat δ > 0, δ < ε, pro které platí
(∀x ∈ (a− δ, a+ δ)) : |f(x, b)|∂f∂y (a, b) <
1
2ε. (24)
Tedy ∀x ∈ (a− δ, a+ δ) je zobrazení Tx : ⟨b− ε, b+ ε⟩ → ⟨b− ε, b+ ε⟩ kontraktivní zobra-
zení úplného metrického prostoru ⟨b− ε, b+ ε⟩ (s metrikou ϱ(x, y) = |x− y|) do sebe, takže z
Banachovy věty vyplývá, že
(∀x ∈ (a− δ, a+ δ))(∃!y ∈ ⟨b− ε, b+ ε⟩) : Tx(y) = y,
což lze přepsat
(∀x ∈ (a− δ, a+ δ))(∃!y ∈ ⟨b− ε, b+ ε⟩) : f(x, y) = 0.
Když si vezmeme pevný bod y∗ zobrazení Tx, tak pro něj podle (23) a (24) platí
|y∗ − b| = |Tx(y∗)− b| < ε,
z čehož plyne, že pevný bod y∗ leží ve skutečnosti v otevřeném intervalu (b− ε, b+ ε). Nyní nám
zbývá jen dokázat, že funkce ϕ je spojitá v bodě a. Víme, že podle (23) pro ∀x ∈ (a− δ, a+ δ)
platí
|ϕ(x)− ϕ(a)| = |ϕ(x)− b| =
= |Tx(ϕ(x))− b| ≤ 12 |ϕ(x)− b|+
|f(x, b)|∂f∂y (a, b)
⇓
1
2 |ϕ(x)− b| ≤
|f(x, b)|∂f∂y (a, b) .
Když se bude x→ a, pak
|f(x, b)|∂f∂y (a, b) → 0,
z čehož plyne, že i
1
2 |ϕ(x)− b| → 0,
odkud
lim
x→aϕ(x) = b = ϕ(a),
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tedy funkce ϕ je spojitá v bodě a.
Příklad Uvažujme funkci f(x, y) = x3− 9xy+ y3, množinu M = (x, y) ∈ R2 : f(x, y) = 0 a
bod (4, 2). Najděte přibližnou funkci y = ϕ(x) na okolí bodu (4, 2).
Obrázek 12: Množina M s vyznačeným bodem (4, 2).
Všimněme si, že (4, 2) ∈M , neboť
f(4, 2) = 43 − 9 · 4 · 2 + 23 = 64− 72 + 8 = 0.
Funkce f je určitě spojitá v bodě (4, 2). Dále musíme ověřit, zdali je parciální derivace funkce f
podle y také spojitá a nenulová v bodě (4, 2). Parciální derivace funkce f podle y nám vyšla
∂f(x, y)
∂y
= −9x+ 3y2,
a ta je také spojitá v bodě (4, 2). A po dosazení bodu (4, 2) do derivace dostaneme
∂f(4, 2)
∂y
= −9 · 4 + 3 · 22 = −24 ̸= 0.
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Máme tedy splněny předpoklady věty 8, z čehož plyne, že
(∃δ, ε > 0)(∀x ∈ (4− δ, 4 + δ))(∃!y ozn.= ϕ(x) ∈ (2− ε, 2 + ε)) : f(x, y) = 0  
(x,y)∈M
.
Nyní se pokusíme přibližně spočítat ϕ(x). K nálezu přibližné funkce y = ϕ(x) v okolí bodu (4, 2)
využijeme zobrazení (20), kde po dosazení dostaneme funkci
Tx(y) = y +
x3
24 +
y3
24 −
3xy
8 .
Nyní můžeme využít iterativního procesu. Jako počáteční podmínku si vybereme funkci y0 = 2,
protože jistě víme, že prochází bodem (4, 2). K výpočtu opět využijeme program Maple, který
nám spočítá jednotlivé iterace, a také z důvodu, že vypočtené polynomy jsou dost velké po
několika iteracích, jak lze vidět na obrázku níže.
Obrázek 13: Ukázka vypočítaných iterací.
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Obrázek 14: Množina M , bod (4, 2) a jeho okolí a graf funkce y3.
Obyčejné diferenciální rovnice.
V obyčejných diferenciální rovnicích prvního řádu se Banachova věta o pevném bodě využívá pro
důkaz Picardovy-Lindelöfovy věty o existenci a jednoznačnosti řešení počáteční úlohy. Uvažujme
tedy obyčejnou diferenciální rovnici s počáteční podmínkou (Cauchyova úloha)

y′ = f(t, y),
y(t0) = y0,
(25)
kde f : R2 → R je pevně daná funkce a t0 ∈ R, y0 ∈ R. Řešením Cauchyovy úlohy rozumíme
funkci y ∈ C1(I), kde I je nějaký otevřený interval obsahující t0, takovou, že platí:
1. (∀t ∈ I) : y′(t) = f(t, y(t))
2. y(t0) = y0.
Existenci a jednoznačnost řešení nám garantuje následující věta.
Věta 9 (Picardova-Lindelöfova věta o existenci a jednoznačnosti.) Buď
• f , ∂f∂y : R2 → R spojité na množině
D =

(t, y) ∈ R2 : |t− t0| ≤ a ∧ |y − y0| ≤ b

,
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kde t0, y0 ∈ R, a, b ∈ R+;
• M = max
(t,y)∈D
|f(t, y)|, L = max
(t,y)∈D
∂f∂y (t, y);
• h ∈ R+ takové, že h ≤ a, hM ≤ b, hL < 1.
Pak existuje právě jedno řešení Cauchyovy úlohy
y′ = f(t, y),
y(t0) = y0
na intervalu (t0 − h, t0 + h). [1]
Důkaz Nejprve si uvědomme, že daná Cauchyova úloha je ekvivalentní s integrální rovnicí
y(t) = y0 +
 t
t0
f(u, y(u))du.
Nyní uvažujme metrický prostor C (⟨t0 − h, t0 + h⟩) s maximovou metrikou
ϱ(y1, y2) = max
t∈⟨t0−h,t0+h⟩
|y1(t)− y2(t)|
a definujme metrický prostor
X = {y ∈ C (⟨t0 − h, t0 + h⟩) : (∀t ∈ ⟨t0 − h, t0 + h⟩) : |y(t)− y0| ≤ b}
také s maximovou metrikou. Prostor X s danou metrikou je úplný metrický prostor, protože je to
uzavřená podmnožina úplného metrického prostoru C (⟨t0 − h, t0 + h⟩). Definujme si zobrazení
T : X → C (⟨t0 − h, t0 + h⟩) ,
které má předpis
T (y)(t) = y0 +
 t
t0
f(u, y(u))du.
Jako první budeme chtít dokázat, že pro každé y ∈ X platí T (y) ∈ X, tedy chceme, aby
platilo
|T (y)(t)− y0| ≤ b
pro ∀t ∈ ⟨t0 − h, t0 + h⟩. To dokážeme následujícím výpočtem. Mějme tedy y ∈ X. Pak ∀t ∈
⟨t0 − h, t0 + h⟩ platí
|T (y)(t)− y0| =
 t
t0
f(u, y(u))du
 ≤

 t
t0
|f(u, y(u))|  
≤M
du
 ≤
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≤
 t
t0
Mdu
 =M · |t− t0| ≤M · h ≤ b,
z čehož plyne, že
T : X → X.
Právě jsme dokázali, že zobrazení T zobrazuje X do sebe. Nyní nám zbývá dokázat, že zobrazení
T je kontraktivní. To dokážeme následujícím výpočtem.
(∀y1, y2 ∈ X)(∀t ∈ ⟨t0 − h, t0 + h⟩) :
|T (y1)(t)− T (y2)(t)| =
 t
t0
f(u, y1(u))− f(u, y2(u))du
 ≤
≤
 t
t0
|f(u, y1(u))− f(u, y2(u))| du
 Lagr.věta=
=
 t
t0
∂f(u, ξ(u))∂y · (y1(u)− y2(u))
 du =
=

 t
t0
∂f(u, ξ(u))∂y
  
≤L
· |y1(u)− y2(u)|  
≤ϱ(y1,y2)
du
 ≤
≤
 t
t0
L · ϱ(y1, y2)du
 = L · ϱ(y1, y2) · |t− t0|  
≤h
≤
≤ L · h · ϱ(y1, y2),
a proto platí
ϱ(T (y1), T (y2)) ≤ qϱ(y1, y2),
kde q = h ·L < 1, tedy zobrazení T je kontraktivní. Díky tomu, že je zobrazení T kontraktivní a
zobrazuje X do sebe, tak má právě jeden pevný bod y∗ ∈ X, který je řešením Cauchyovy úlohy.
Banachova věta o pevném bodě nám neposkytuje jenom výpomoc pro dokazování Picardovy-
Lindelöfovy věty, ale dává nám i návod k numerickému řešení Cauchyovy úlohy.
Příklad Najděte řešení Cauchyovy úlohy
y′ = y,
y(0) = 1.
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Je zřejmé, že f(t, y) = y a ∂f∂y (t, y) = 1 jsou spojité na množině R2, tedy f bude splňovat
předpoklady věty 9. Zadanou úlohu nejprve převedeme na integrální rovnici, která má tvar
y(t) = 1 +
 t
0
y(u)du.
Zobrazení T , jehož pevný bod hledáme, bude tedy dané předpisem
T (y)(t) = 1 +
 t
0
y(u)du.
Jako počáteční aproximaci k iterativnímu procesu si zvolíme funkci y0 = 1, jelikož splňuje
počáteční podmínkou Cauchyovy úlohy. Jednotlivé iterace nám vyšly
y0 = 1
y1 = 1 +
 t
0 1du = 1 + t
y2 = 1 +
 t
0(1 + u)du = 1 + t+ t
2
2
y3 = 1 +
 t
0(1 + u+ u
2
2 )du = 1 + t+
t2
2 +
t3
6
y4 = 1 +
 t
0(1 + u+ u
2
2 +
u2
6 )du = 1 + t+
t2
2 +
t3
6 +
t4
24
...
Jak můžeme vidět, tak z každou iterací se přibližujeme k funkci et, kterou lze zapsat jako
et =
∞
n=0
tn
n! = 1 + t+
t2
2 +
t3
6 +
t4
24 + · · · ,
tedy řešením Cauchyovy úlohy bude funkce y = et pro t ∈ R.
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7 Závěr
V této práci jsme si nejprve řekli, co je to pevný bod a ukázali si několik příkladů. Poté jsme
si ukázali, že když funkce bude definovaná na omezeném uzavřeném intervalu, bude spojitá a
bude interval zobrazovat do sebe, tak bude existovat alespoň jeden pevný bod. Dále jsme si
naformulovali větu 2 a dokázali jsme, že funkce f : R → R splňující předpoklady věty 2 bude
mít právě jeden pevný bod. Následně jsme si řekli něco o metrických prostorech a ukázali si
příklady úplných a neúplných metrických prostorů. Po formulaci Banachovy věty o pevném
bodě jsme úspěšně dokázali, že zobrazení splňující předpoklady Banachovy věty bude mít právě
jeden pevný bod. Z důkazu jsme navíc zjistili iterativní postupu, pomocí kterého lze najít tento
pevný bod.
V další kapitole jsme se zabývali aplikacemi Banachovy věty. Nejdříve jsme se podívali na
numerický výpočet odmocniny. Tam jsme zjistili, že když funkce, jejíž pevný bod je hledaná
odmocnina, splňuje předpoklady Banachovy věty, tak můžeme aplikovat iterativní proces, který
nám po několika iteracích vrátí téměř přesný výsledek. Dále jsme se zabývali řešením soustavy
n rovnic o n neznámých. Zde jsme si definovali zobrazení s parametrem, kde se nám povedlo
určit tento parametr, aby zobrazení splňovalo předpoklady Banachovy věty. Díky tomu jsme
mohli aplikovat iterativní proces, díky kterému se můžeme numericky dopočítat k výsledku. Po-
tom jsme se zabývali implicitními funkcemi, kde jsme pomocí Banachovy věty úspěšně dokázali
větu o implicitní funkci. V důkazu jsme zjistili, že Banachova věta nám opět nabídla možnost
výpočtu pomocí iterativního procesu, abychom numericky spočítali přibližnou funkci na okolí
daného bodu. Nakonec jsme se zabývali obyčejnými diferenciálními rovnicemi, kde jsme pomocí
Banachovy věty úspěšně dokázali Picardovu-Lindelöfovu větu o existenci a jednoznačnosti. I zde
nám Banachova věta nabídla postup, kterým je možné numericky získat přibližné řešení.
Pokud to shrneme, tak Banachova věta o pevném bodě neslouží pouze k určení, zdali existuje
jednoznačné řešení, ale také nám nabízí numerický postup, jak se k tomuto řešení dopracovat.
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